VIEZBE 17
MATEMATIKE 2

Ivana Baranovic
Miroslav JerkovicC

Lekcija 7
Pojam funkcije dviju varijabla,
grafa i parcijalnih derivacija



Poglavlje 1

Funkcije vise varijabli

1.1 Domena

Jedno od osnovnih pitanja koje se moze postaviti za realnu funkciju dvije var-
ijable jest pitanje domene, tj. utvrdivanje podruéja u ravnini R? na kojem je
funkcija definirana. Cesto se pritom i skicira skup svih to¢aka domene u koor-
dinatnom sustavu, jer sam eksplicitni zapis za domenu ne govori previse.

Funkcije koje ¢emo mi promatrati kompozicije su nekoliko elementarnih funkcija,
npr. korjenovanja, potenciranja, logaritamskih funkcija te trigonometrijskih i
njima inverznih arkus funkcija.

Stoga ¢emo se ukratko podsjetiti koje su domene tih funkcija. Pritom ¢emo te
funkcije promatrati kao funkcije jedne varijable. Naime, bitno je da se uo¢i uvjet
koji mora vrijediti na argument funkcije koju promatramo, bila ta funkcija jedne
ili viSe varijabli. RjeSavanjem svih uvjeta dolazimo do domene zadane funkcije.

(1) f(z) = vz. Uvjet kojeg postavljamo je da je z > 0, odakle i dolazimo
do domene D(f) = [0,00 >. Uvjet pamtimo kao "podkorijenski izraz je
nenegativan".

(2) f(z) = % Jedini uvjet kojeg treba postaviti je  # 0, pa je D(f) =
R \ {0}. Opcenito, funkcije potenciranja s pozitivnim cjelobrojnim po-
tencijama f(z) = 2*, k € N nemaju uvjeta na domenu, pa je u tom
slu¢aju domena ¢itav R, dok funkcije potenciranja s negativnim potenci-
jama f(x) = z¥, k € Z_ imaju uvjet da je x # 0 (zbog razlomka, jer npr.

27% = & = (1)5). Dakle, svu paznju kod funkcija potenciranja cjelobro-

x
jnim potencijama treba usmjeriti samo na funkciju f(z) = % Uvjet kojeg

pamtimo glasi: "razlomak je razlic¢it od nule".



(3) f(z) = log, z. Uvjet glasi: = > 0. Medutim, moZze se dogoditi da je
zadana funkcija u kojoj logaritamska baza ovisi o funkcijskoj varijabli, kao
npr. f(z) = log, ¥?. U tom slucaju (3to se baze ti¢e) moramo postivati
¢injenicu da je baza strogo vec¢a od nule i razli¢ita od jedinice, pa imamo
uvjete x > 0, # 1. Dakle, kod logaritamske funkcije postoje dva uvjeta,
koja pamtimo kao "argument je strogo pozitivan" i "baza je strogo pozitivna
1 razliclita od jedinice". Dalje, poznati je da eksponencijalna funkcija kao
inverzna funkcija logaritamske funkcije nema uvjeta na domenu, tj. da je
za f(x) =a® (uz a > 01ia# 1!) domena jednaka Citavom R.

(4) Kod trigonometrijskih funkcija, poznato je da funkcije sinz i cosx imaju
za domenu ¢itav skup realnih brojeva, pa uvjeta na domenu nema. Medu-
tim, kod funkcija tanz i cot x moramo obratiti paznju na definiciju ovih
funkcija, tj. na nazivnike: tanz = SBZ cotgx = 95T pa ¢emo zbog (2)

cosx’ sinx?

imati kod funkcije tan x uvjet cosx # 0, a kod cot z uvjet sinx # 0.

(5) Kod arkus funkcija poznati su uvjeti na domenu koji je odreduju. Nas ¢e u
zadacima zanimati samo funkcije arcsin x i arccosz. Za obje ove funkcije
znamo da je domena dana s D(f) = [—1,1], tj. uvjet na z glasi || < 1.
Dakle, uvjet na izraz koji se nalazi pod arcsin ili arccos funkcijom mozemo
pamtiti kao "argument je po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak 1".

Rijesimo nekoliko primjera, ali sada odredujuéi domenu funkcije dvije varijable.

Primjer 1 Odredite domenu funkcije f(x,y) = /z+1—/x +y i rjeSenje

predodite graficki u ravnini.
Rjesenje: Najprije zbog "vanjskog" korijena moramo postaviti uvjet:

(1) 2+1-TF7 20,

a potom zbog "vanjskog" korijena

(2) z+y>0.

Prvi uvjet se rjesava po slu¢ajevima. Najprije napisimo /z +y < z+1. Imamo

(a) ako je x +1 < 0 (tj. * < —1), nejednazba nema rjesenja (jer je s lijeve
strane nenegativan, a s desne strane negativan broj).

(b) ako je z +1 > 0 (tj. © > —1), mozemo kvadrirati nejednadzbu, jer su

obje strane pozitivne. Dobivamo x +y < 22 + 2z + 1, odnosno y < 22 + x + 1.
Radi se o podru¢ju odozgo omedenom parabolom y = 2 + x + 1 (a ukljuéuje i
samu parabolu).
Rjeenje prvog uvjeta mozemo ukratko napisati kao y < 2 +zx + 1 za z > —1.
Rjesavamo drugi uvjet. Imamo y > —z, $to graficki mozemo predstaviti po-
dru¢jem ravnine omedenim odozdo pravcem s jednadzbom y = —z (podruéje
ukljuduje i sam pravac). Konafno rjeSenje se dobiva presijecanjem podrudja
dobivenih rjeSsavanjem oba uvjeta. Kako u drugom uvjetu nema rjeSenja za
x < —1, to "lijevo" od pravca x = —1 nema niti jedne tocke iz domene. Medu-
tim, za > —1 ("desno" od pravca x = —1) imamo uvjet y < 22 +x + 1, ali i
uvjet y > —x, pa je domena skup svih tocaka koje se nalaze "ispod" parabole
y = 22+ 2+ 1, a "iznad" pravca y = —z (ukljucujuéi i te dvije krivulje).
Pazljivim crtanjem i ra¢unom vidi se da se ove dvije krivulje sijeku upravo u
tocki s x—koordinatom jednakom —1, pa rjeSenje izgleda kao na slici (vidi str.
3.).



-

y=x"2+x+1

2 y=-X

Slika 1.1: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 2 Odredite domenu funkcije f(z,y) = \/\/(1 —22)(1—y?)—ay i

rjeSenje predocite graficki u ravnini.

Rjesenje: Kaoiu prtehodnom primjeru, ovdje mozemo postaviti dva uvjeta:

(1) v —22)(1 —y?) —xy > 0, vezano uz "vanjski" korijen i

(2) (1 —2%)(1—19y?%) >0, vezano uz "unutarnji" korijen.

Rijesimo najprije prvi uvjet:

(a)

(1 —22)(1 —y?) > 2y, imamo diskusiju:

Ako je zy < 0, s lijeve strane nejednadzbe imamo korijen (koji je uvijek
nenegativan), a s desne strane strogo negativan broj, pa je u ovom slu¢aju
nejednakost ocito zadovoljena. No, rjesavali smo u skupu zy < 0, Sto
rijeSeno daje tocke drugog (x < 0, y > 0) i etvrtog kvadranta (z > 0,
y < 0). Tocke koje leze na koordinatnim osima su zbog stroge nejednakosti
iskljucene.

Ako je xy > 0, obje su strane nejednadzbe nenegativne, pa moZzemo kvadri-
rati nejednadzbu. Dobivamo nakon sredivanja 2 + y? < 1, pa se radi o
krugu sa srediStem u ishodistu i radijusom 1. Preciznije, u skup tocaka
koje Cine rjeSenje ukljuena je i sama kruznica. Kako smo ovaj slucaj
rjeSavali u skupu tocaka koje zadovoljavaju nejednadzbu zy > 0, vrijednit
¢e to u prvom (z > 0, y > 0) i trecem (z < 0, y < 0) kvadrantu (ovog
puta ukljucivsi i tocke koje leze na koordinatnim osima).

Rijesimo sada drugi uvjet. Ako nejednadzbu zapiSemo u obliku

(a)

(b)

1—22>0i1-y?>0,5to daje |[z| <11 |y| < 1. RjeSenje je dano kao
{(z,y)| -1 <z <1,-1<y <1}, sto je kvadrat stranice 2 sa sredistem
(presjecistem dijagonala) u ishodistu. Stranice su ukljucene.

1—22<0i1l-y?<0,sto daje |x| > 11 |y| > 1. RjeSenje je dano kao
{z,y)le<-11i 2>1,y<-1ili y>1}.

Unija dva skupa dobivena pod (a) i (b) je rjeSenje drugog uvjeta.

Konaé¢no rjesenje prvog uvjeta dano je kao dio unutar jedini¢ne kruznice u pr-
vom i treéem kvadrantu, odnosno kao cijeli drugi i ¢etvrti kvadrant. Medutim,
to rjeSenje moramo presjeéi s rjeSenjem drugog uvjeta da dobijemo konacno



rjeSenje. Ono je na donjoj slici oznaéeno svjetlosivo, uz napomenu da su sve
rubne tocke tog podrucja dio rjeSenja. Tamnosivi dio dolazi od rjeSenja prvog
uvjeta i sluzi samo za orijentaciju.

Slika 1.2: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 3 Odredite domenu funkcije f:

(1) fzy)=VV2r+y+z-3

2) fz,y) =z +2—Vot+ty+1

B3) flzy) =VetrVy—a

4) f(z,y) = /(22 +y* = 4)(9 — 22 — y?)

Primjer 4 Odredite domenu funkcije f(z,y) =1n (1 [ — 1).
Rjesenje: Rjesavamo dva uvjeta:

(1) \/xT%y— 1>0=> \/xﬂ_y> 1= 2 > 1 (zbog logaritma)

(2) 72 = 0 (zbog korijena)

(3) x #y (zbog nazivnika).
Ocito prvi uvjet ukljucuje i drugi, pa je dovoljno rijesiti samo njega. Imamo
dvije moguénosti:

a) ako je z —y > 0 mnoZenjem s nazivnikom znak nejednakosti se ne mijenja,
Ko i 0 mnogeni onik Kk neiednakosti
pa imamo xzy > x — vy, tj. y(z +1) > z. Ako je z + 1 > 0, dijeljenjem s
tim izrazom dobivamo y > —-%-. Ako je x + 1 < 0, dijeljenjem dobivamo

- r+1°
y< 41"

(b) ako je x —y < 0 dobivamo zy < x —y, tj. y(r+1) <z. Akojex+1 >0,
imamo y < %=, dok za x + 1 < 0 imamo y > %=

93_+1’ T+1°
Jos treba vidjeti $to je s opcijom x = —1. UvrStenjem u pocetnu nejednadzbu
dobivamo
- 1
_ﬁy >l=—+->0=-1-y>0=y<-1

Pokusajte ovako izracunatu domenu funkcije prikazati u ravnini!

Zadatak 5 Odredite domenu funkcije f:



() flz,y) =In(l —y+ Ve —3)
(2) flz,y) =In(Va? +y> —4-y+a)
3) flz,y)=In(l -z —y—2)
Primjer 6 Odredite domenu funkcije
sin(z? +y2) + In(4 — z) + In(4 — y).

Rjesenje:
Imamo sljedeée uvjete:

(1) sin(z? + y?) > 0, zbog korijena
(2) 4 —x > 0, zbog logaritma
(3) 4 —y > o, zbog logaritma
Uzimajuéi u obzir uvjete (2) i (3), rjeSavamo prvi uvjet:
sin(z? +y%) > 0= (2 +9°) € [0,7] + 2kr gdje k€ Z

Tu je ocito rije¢ o kruznim vijencima odgovarajué¢ih radijusa, medutim, zbog
uvjeta (2) 1 (3), uzimamo samo one unutar kvadranta onedenog s x = 4, y = 4

©)

Slika 1.3: Graficki prikaz domene funkcije f

Primjer 7 Odredite D(f) funkcije f(z,y) = /1 —log2 y i rjeSenje predocite
graficki.

Rjesenje: U ovom zadatku osim diskusije po argumentu logaritamske i kor-
jenske funkcije moramo uvjete postavljati i vezano uz bazu logaritamske funkcije,
jer je ona ovisna o varijabli z.

Imamo sljedeée uvjete:
(1) 1 —1log2y > 0, zbog korijena
(2) y > 0, zbog logaritma

(3) x> 01z #1, zbog logaritma



Uzimajuéi u obzir uvjete (2) i (3), rjeSavamo prvi uvjet:
loghy <1
|log, y| <1
—1<log,y <1

Sada moramo napraviti diskusiju po bazi:

(a) ako je 0 < z < 1, logaritamska funkcija je padajuca, pa djelovanjem in-
verzne funkcije na gornje dvije nejednadzbe mijenjamo znak nejednakosti:

71> Yy > x.
(b) ako je x > 1, logaritamska funkcija je rastuca, pa djelovanjem inverzne
funkcije na gornje dvije nejednadzbe znak nejednakosti ostaje isti:

x_lgygx.

Zbog drugog i tre¢eg uvjeta radimo samo u prvom kvadrantu, i to iskljucivsi
zbog stroge nejednakosti tocke koje se nalaze na koordinatnim osima, kao i bez
pravca = 1 (zbog baze). Opcije pod (a) i (b) govore da i u dijelu ravnine
omedenom pravcima x = 0 i x = 1, ali i onom omedenom slijeva pravcem
x = 1 rjeSenje predstavlja podrudje koje se nalazi izmedu pravcay =z iy = %
Rjesenje ukljucuje i ove krivulje, a graficki je predstavljeno sljedecom slikom:

2

2.5

Slika 1.4: Graficki prikaz domene funkcije f

Zadatak 8 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = /loglz—9
(2) fla,y) = \flogoyy (x—y—1)
(8) f@y) = Vin(y+2?) — (@ — )

(4) flz,y) =22 =92 +1In(—2® + 9> + 1)
(5) flz,y) = Yo —Sutarty?

log (zy)

(6) Fl,y) = \/ZHEA 4 (a2 — 1)



Primjer 9 Pokazite da je domena funkcije f(x,y) = arcsin Tiyif +3x +2+
\/3Yy + 2 prazna.

Rjesenje: Koristimo €injenicu da je domena arcsin funkcije dana s [—1,1],
§to ovdje postaje jedan od uvjeta koje moramo postaviti:

(1) —1< $iyif < 1, zbog arcsin funkcije
(2) 3z +2 >0, zbog korijena

(3) 3y +2 >0, zbog korijena.

Rijesimo sada

wN

Drugi i treéi uvjet je lako rijesiti, dobivamo x > — 3, y > —
prvi uvjet:

m+y+2
-1 S z+y+1 < 1

—1<1+x+y+1§1

—2< z+y+1 S 0

Vidimo da je +y+1 <0, 8to znaci da imamo z+y+1 < 0, tj. y < —z—1. Zbog
toga pri mnozenju s nazivnikom prva nejednadzba mijenja znak nejednakosti,

pa imamo
—2z+y+1)>1
r+y+1<-1
y< —x— %

Dakle, konaéno rjeSenje predstavlja podruéje odredeno ¢etirima nejednadzbama:

y < —a:—f y<—zxz—1,x>—% y>—=%. Iz trete nejednazdbe imamo —zx < %,

sto uvrstanjem u prvu daJe

y < < £—5=—¢ < 73, §to je u suprotnosti sa zadnjom nejednadzbom. Odavdje

Shjedl tvrdnja D(f) 0.

Do istog zakljucka mozete doéi ako skicirate presjeke poluravnina koje pred-
stavljaju rjeSenja gornjih nejednadzbi.

Primjer 10 Odredite domenu funkcije f(z,y) = In[r? — 4 arccos? -

Rjesenje: Postavljamo uvjete:

(1) 72 — 4arccos? % > 0, zbog logaritamske funkcije

(2) —-1< i < 1, zbog arccos funkcije.
Rjesavamo prvi uvjet:
72 — 4 arccos? § >0

—4 arccos? % > —g2

arccosZ% < (3)?
|arccos <3

-5 < arccos§ <3
S obzirom na to da je skup vrijednosti arccos funkcije dan s 0 < arccosi <m,
to je nejednakost —3 < arccos% uvijek zadovoljena. Medutim, moramo uzeti u
obzir uvjet 0 < arccos %, pa sada imamo



0< arccos% < 3, 8to invertiranjem daje

cos( > % > cos%

1> % > 0.
Vidimo sada da je ovaj sustav nejednadzbi "ja¢i" od onog danom uvjetom (2),
kojeg stoga neéemo niti rjeSavati. RjeSavamo dakle do kraja uvjet (1), tj. nje-
gove dvije nejednadzbe:

(a) 0< +: radi se o totkama prvog (x > 01y > 0)itreteg kvadranta (x < 01
y < 0), iskljucivsi tocke koje se nalaze na koordinatnim osima (zbog stroge
nejednakosti).

(b) 7 < 1: ako je y < 0 imamo x >y, a za y > 0 je x < y. Dakle, ako se
radi o treéem kvadrantu, rjeSenje predstavljaju tocke koje zadovoljavaju
nejednadzbu y < x, a ako se radi o prvom kvadrantu, rjeSenje su sve tocke
koje zadovoljavaju nejednadzbu y > x.

Konaé¢no rjesenje mozemo zapisati ovako:

D(f) ={(z,9)lx <0,y <0,y <z} U{(z,y)lz >0,y >0,y > x}.
Napomena: Prema svim "parnim" korijenima postupamo kao s drugim kori-
jenom, tj. zahtijevamo da argument bude nenegativan. ako se radi o neparnim
korijenima, ne postavljamo uvjete, tj. argument je proizvoljan realan broj.

Zadatak 11 Odredite domenu funkcije f:

(1) f(z,y) = logy(a? + y* - 9) - arccos 232

(2) () = arcsin [1 - (ﬁ;zjﬂ

T 2
(3) f(x,y) = In(42% + 9y® — 1) + arcsin %

(4) f(l', y) =In <£) —+ arccos 2;3;/

Y

1.2 Parcijalne derivacije

1.2.1 Parcijalne derivacije prvog reda

Definicija 1.2.1 Neka je f(x,y) funkcija dvije varijable. Ako y drzimo kon-
stantnim (npr. y = yo), a x varijabilnim, onda moZemo promatrati f(x,yo) kao
funkciju varijable x. Ako je ta funkcija diferencijabilna v x = xo, onda vri-
jednost derivacije te funkcije oznacavamo s f.(xo,yo) i zovemo je parcijalna
derivacija funkcije [ po varijabli x u tocki (xo,yo). Ponekad se pise i
%l(zo,yo)f(mvy) ili %f(fﬂmyo)-

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y
u tocki (zo,y0), u oznact fy(zo,yo), g—ikwo,yo)f(x,y) ili %f(lﬂg,yo).

Ako parcijalna derivacija funkcije f po varijabli x postoji za sve fiksne y = yo
u svim tockama x = xo (To 1 Yo su takvi da je (xo,yo) iz domene funkcije



f), onda funkciju f — f. danu s (zo,y0) — fx(x07yoa) zovemo parcijalna
derivacija funkcije f po varijabli x, u oznaci f, ili 5.

Analogno definiramo i parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli y,
u oznaci fy ili %5'

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije prvog reda
funkcije f ili skrac¢eno prve parcijalne derivacije funkcije f.

Primjer 1 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = 2® — y + 223y?, te nadite
fo(1,4) 1 f,(1,-1).

Rjesenge:
Da bismo na8li parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli x, promatramo
gornju funkciju kao funkciju varijable x, dok varijablu y shva¢amo kao kon-
stantu. Imamo

fu(x,y) = 322 + 62%y?

fy(@,y) = =1+ 423y.
Da bismo izra¢unali vrijednost parcijalne derivacije po z ili po y u tocki (1, —1),
potrebno je samo uvrstiti ove vrijednosti u izraz za f; i f,, redom. Imamo

f:(1,4)=3-12+6-12-42 =99

fy(1,-1)=-1+4-13.(-1) = —5.
Pavilo za derivaciju kompozicije funkcija vrijedi i ovdje, kao $to se moze vidjeti
u sljedeéem primjeru:

Primjer 2 Izracunajte f, i f, funkcije f(z,y) = arctan £.

Rjesenje: Racunamo:

B 1 y, 1 -y 2 -y —y

fole,y) = 1+(%)2.fm(5)_12;1/2.?_3324-%.?_332—1—(@2
1 y 1 1 x? 1 x

Moy = o W) = Egm e Ty

(1) f(z,y) =52%y* -9

(2) f(z,y)=e""2

(3) f(z,y) = arcsinay?

(4) f(z,y) = a*sinzy?

(5) f(x,y) =sine*™¥

(6) flz,y) =1 —a2—y?
(7) flz,y)=a23Inl4zy 5
(8) flz,y) = /325y — Tady



(9) fla,y) = 222

(10) f(z,y) =y % tan~"' £,

Zadatak 4 Izracunajte vrijednosti f, i f, funkcije f(z,y) u danim tockama:

(1) fl@y)=9-2>=T7y" u (3,1)
(2) f(z,y) =% u (1,1)

(3) fla,y) = Va2 + 452 u (1,2)
(@) f(z,y) = a?cosay u (4, 7).

1.2.2 Parcijalne derivacije drugog reda

S obzirom da su parcijalne derivacije po z i po y (ako postoje) i same funkcije,
moZemo (uz neka ogranicenja koja nas ovdje neée zanimati) izra¢unavati njihove
parcijalne derivacije, bilo po z bilo po y:

Preciznije, za danu diferencijabilnu funkciju f i njene parcijalne derivacije (ako
su one opet diferencijabilne funkcije) moZzemo racunati:

(1) parcijalnu derivaciju po x funkcije f, — oznaka f,, ili ng

(2) parcijalnu derivaciju po y funkcije f; — oznaka fy, ili 55

(3) parcijalnu derivaciju po « funkcije f, — oznaka fy, ili 520y
(4) parcijalnu derivaciju po y funkcije f, — oznaka f,, ili g—yQ.

Ove derivacije zovemo jednim imenom parcijalne derivacije drugog reda
funkcije f ili skra¢eno druge parcijalne derivacije funkcije f.

Napomena:

Naravno, moguée je raCunati parcijalne derivacije drugih parcijalnih derivacija
(tzv. parcijalne derivacije treéeg reda), pa i nastaviti ovaj postupak na rac¢unanje
parcijalnih derivacija jo§ visih redova. Medutim, nas to ovdje neée zanimati.

Primjer 1 Izrac¢unajte parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(z,y) =
2% + 2ty
Rjesenje:
Najprije treba izracunati parcijalne derivacije prvog reda:
fola,y) = 2xy® + 42y
fy(@,y) = 32%y? + 2.
Sada mozemo izra¢unati sve Cetiri parcijalne derivacije:
foo(@,y) = 2y° + 122%y
fay(2,y) = 62y + 423
Jya (2, y) = 62y? + 423
fyy(xy) = 622y.

10



Napomena:

Primijetite da je u prethodnom primjeru f,,(z,y) = fyz(,y), 8to je upravo
tvrdnja Schwarzovog teorema. Naime, za dovoljno "lijepe" funkcije imat ¢emo
uvijek jednakost izmedu "mijeSanih" parcijalnih derivacija, pa ¢e u praksi biti
dovoljno izra¢unati samo tri od Cetiri moguée parcijalne derivacije drugog reda.

Zadatak 2 Ponovite zadatke 3 i 4, ali sada ra¢unajuéi sve parcijalne derivacije
drugog reda. Uvjerite se u ispravnost tvrdnje Schwarzovog teorema na ovim
primjerimal

1.2.3 Parcijalne derivacije implicitno zadanih funkcija

Cesto u praksi nailazimo na funkcije kod kojih nije moguée eksplicitno izraziti
funkcijsko pravilo u terminima obiju varijabli. Npr. kod funkcije f(z,y) zadane
implicitno s %+ f (z, y) sin(zy f(z,y)) = 0 nije mogucée eksplicitno izraziti f(z,y)
kao funkciju u varijablama x i y. U takvim izrazima esto oznacavamo z :=
f(x,y) pa gornji izraz poprima oblik 22 + zsin(zyz) = 0. Sada formalno ovaj
izraz shvaéamo kao funkciju F(z,y, z) tri varijable z,y i z, iako je jasno da je z
ovdje zapravo funkcija u varijablama x i y.

Nas ¢e prije svega zanimati kako u takvim izrazima naéi parcijalne derivacije
prvog reda i potom izrac¢unati vrijednosti tih derivacija u zadanoj tocki. U
naSim oznakama to znaci da Zelimo pronadi z, i z,.

Pri rac¢unanju parcijalnih derivacija vrijedi sljedeée pravilo:

Primjer 1 Izra¢unajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s 222 + 22 + 2z + y?> +4 = 0.

Rjesenje: U naSem slucaju je F(z,y,2) = x2? + 22 + 2z + 3> + 4, pa je

Fo(z,y,2) = 2% + 22 + 2

Fy(z,y,2) =2y

F,(z,y,z) = 2zz.

Sada je prema gornjoj formuli

folz,y) = _ 2242042

2xz

2
fylwy) = =525 = — 2%

Zadatak 2 Izracunajte prve parcijalne derivacije funkcije z = f(z,y) zadane
implicitno s:

(1) (@412 +2%)5 =1
(2) n(222 +y—2°%) ==
(3) 22+ zsinzyz =0
(4)

4) e®¥sinhz — 22z +1=0.

Tty
rz+yz+2°

Primjer 3 Izracunajte z,.(0,0) ako je z =
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Rjesenje: lako na prvi pogled tako ne izgleda, z = f(z,y) je implicitno
zadana kao funkcija u varijablama x i y. Sredivanjem dobivamo:
Zx+yz+2)=x+y
zr 4y +2z—x—y=0.
Dakle, F(x,y,2) := zx + y2% + 22 — 2 — y, pa imamo
Fy(x,y,2)=2z-1
F.(z,y,2) =z +2yz + 2.
Stoga je z, = *a:-s-zz;yzl-m'
Sada treba nadi drugu derivaciju z,,. Da bismo je izracunali, trebat ¢e nam i
2y
Fy(z,y,2) = 2% — 1, pa je

2?1
z+2yz+2°

Nama ¢e trebati z,(0,0). Ako je =y = 0, onda uvrstavanjem u pocetni izraz
za z = f(x,y) imamo z = 0, pa je z,(0,0) = %

Zy:

Sada ra¢unamo z,,(1,1), 8to je parcijalna derivacija po varijabli y funkcije z,.
No, kako z, nije eksplicitno izrazena kao funkcija po z i y, veé se s desne strane
izraza za z, pojavljuje i sam z, morat ¢emo pazljivo derivirati, shva¢ajuéi z kao
funkeiju u varijabli y (jer parcijalno deriviramo po y). To zna¢i da ¢e se u izrazu
za zy, Pojaviti z,, kojeg smo gore ve¢ izracunali u tocki (0,0). Imamo:

_ zy(z+2y2+2)—(2— 1)(22+2yzy)

Zyx = (z+2yz+2)2
Za tocku (0,0) (tj. z=0,y=0, 2=0, Zy(o 0) = %) e
Zyz(O,O):*%ZQ( D0 s tj. 224(0,0) = 4'

Zadatak 4 Izrac¢unajte druge parcijalne derivacije funkcije z = z(z,y) u tocki
T(1,0) zadane implicitno s 2% — 2z + 22 —42+1=0, 2 > 0.
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